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RESUMO

O presente trabalho aborda um estudo tedérico através de pesquisa bibliografica
apresentando uma parte relevante da Teoria dos Numeros. Foi realizada a pesquisa em
livros didéticos de ensino superior, além de publicagdes na area de Educagdo Matematica
em busca de métodos praticos aplicados aos conteidos dessas modalidades de ensino
formalizando suas defini¢des. A principio foi ressaltada a histdéria da Teoria dos Numeros,
para que se familiarize com a necessidade de pré-definir conceitos para o
desenvolvimento logico da matematica com o passar do tempo. O principal objetivo que
se propde € enunciar a teoria que justifica os processos praticos de maximo divisor
comum e minimo multiplo comum, e por fim, foi apresentado suas aplicagdes nas mais
comuns situagdes problemas propostas em avaliagdes de concursos ou vestibulares.
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1. Introdugao

Tendo em vista as diversas aplicagdes de minimo multiplo comum (mmc) e de
maximo divisor comum (mdc) em situagdes problemas; as mesmas que causam o
surgimento de inimeras dividas ou incertezas em seus praticantes na hora de solucionar
alguns exercicios, tanto de vestibular como em concursos (0s quais sdo mais comuns),
este trabalho abordara através de conceitos definidos de uma forma logico-dedutiva pela
Teoria dos Numeros, os mesmos conceitos que sdo ensinados na educagio basica como
um processo um quanto mecanico, que ndo sdo ressaltados, muitas vezes, de onde vieram
tais defini¢des ou sua suma importancia de compreensdo para os processos praticos de
uma maneira mais profunda. Dessa forma, este trabalho abordard conceitos

fundamentados de divisibilidade, nimeros primos e com enfoque principal no tratamento
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dado a0 mmc e mdc através de suas propriedades e processos praticos pela Teoria dos

Nuameros.

Inicia-se com um breve resumo da historia da Teoria dos Numeros, mostrando
como foi importante a formalizagdo da matematica através de postulados e axiomas por
varios autores importantes no decorrer dos séculos, como Giovanni Campano (1260),
Gottfried w. Leibniz (1646-1716), Tales de Mileto (séc. VI a.C.), Pitagoras (560-497 a.C),
Filolaus (450-365 a.C.), Platdo (428-328 a.C.), Euclides (300 a.C.), Hermann G.
Grassmann (1809- 1877), Richard Dedekind (1831-1916), todos contribuintes para o
desenvolvimento da matematica que conhecemos atualmente.

Antes de falar de maximo divisor comum e minimo multiplo comum se faz
necessdria a apresentacdo do conceito de divisibilidade e suas propriedades.

Este trabalho mostra como calcular o mmc e mdc antes da forma que conhecemos
atualmente no ensino, através de processos praticos simplificados.

Uma abordagem importante € toda a conceituagdo de nimeros primos, os quais
justificam os processos praticos para o calculo de maximo divisor comum e minimo
multiplo comum, e no ultimo capitulo sdo realizadas aplica¢des de toda teoria apresentada
em situagdes problemas das mais comuns encontradas com frequéncia em provas de

concursos e vestibulares.

1.1. Historia da Teoria dos Nimeros

Na antiguidade, tanto os egipcios quanto os babil6nicos construiram, um grande
acervo matematico no qual desenvolveram a Aritmética, Geometria e a Algebra; porém
apesar de suficiente, tinha muitas limitagdes ao ver cientifico.

Devido a matemaética desses povos ndo passar de cole¢des de conclusdes empiricas
a qual os mesmos chegaram ao decorrer dos séculos, ndo se origina de conceitos tedricos
¢ nem de dedugdes logicas; outro ponto que impedia o desenvolvimento da matemética
de egipcios e babilonicos era sua falta de abstragdo, no entanto, na Grécia antiga, por volta
do século VI a.C., passaram a adotar a razdo como instrumento na busca da verdade, no
que relaciona-se com a matematica, esse pensamento deu énfase ao método dedutivo a
partir de axiomas. A primeira fase importante para o desenvolvimento da matematica
grega se deu juntamente com as escolas filoséficas resultando assim algumas diretrizes,

como a organizagdo logica e o carater abstrato.



Tales de Mileto (séc. VI a.C.) foi o primeiro matematico nomeado, e filésofo grego.
Nio se sabe muito sobre sua vida, porém, acredita-se que ele tenha sido o primeiro a
formular algumas das propriedades gerais sobre figuras geométricas, a qual possibilitou
a geometria ser vista entdo como ciéncia.

Através de um livro escrito por um discipulo da escola pitagoérica fundada por
Pitagoras (560-497 a.C) o qual continha a revelagdo de parte do conhecimento de sua
escola. Com o acesso de Platdo (428-328 a.C.) a estd obra, a matematica pitagorica entrou
em Atenas, 0 que nos leva a crer que a atitude de tentar explicar o universo racionalmente
comegou com 0s gregos; mais tarde muitos conceitos da matematica pitagorica foram
reunidos nos Elementos, de Euclides (300 a.C.), uma obra de treze livros que continham
varias defini¢Oes e descobertas tanto na Geometria quanto da Aritmética.

Em relag@o aos numeros, a primeira tentativa no sentido de um tratamento légico-
dedutivo foi de Giovanni Campano (viveu por volta de 1260), do qual fundamentou os
numeros naturais em 4 postulados e afirmava que um niimero natural ndo pode diminuir
indefinidamente. Gottfried w. Leibniz (1646-1716) afirmou a partir do conceito de
nimero que devem ser objeto de demonstra¢do, verdades tdo evidentes como 2+2=4,
assim como a comutativa da adi¢do e da multiplicagdo, porém Leibniz ndo se prolongou
no assunto. Enquanto a Geometria, nos elementos de Euclides ja tinha um tratamento
légico-dedutivo, com postulados e axiomas, defini¢des e teoremas, na Teoria dos
Numeros demoraram muito para se ter este mesmo tipo de tratamento. A partir do século
XIX a matematica ndo poderia mais se apoiar em intui¢des, assim sendo implementado a
ampla investigacdo de seus alicerces se baseando em fundamentagdes l6gicas. Ao se
referir aos numeros, Hermann G. Grassmann (1809- 1877), que definiu adigdo e
multiplicagdo de niimeros inteiros, ¢ demonstrou suas propriedades fundamentais pelo
principio de indugéo através da fungdo sucessor x—x+1; o primeiro sistema completo de

axiomas para a aritmética foi apresentado por Richard Dedekind (1831-1916) em 1888.

2. Divisibilidade em In

Neste capitulo serdo elucidadas as defini¢des e propriedades que justificam os
processos dos célculos de maximo divisor comum e minimo multiplo comum, revisando

toda fundamentagdo destes contetidos.



2.1. Divisibilidade
Definicdo: Para dizer que um nimero natural a divide um niimero natural b, deve-
se verificar se b = ac, para algum ¢ € N. Assim pode-se dizer também que a € divisor de
b e que b ¢ multiplo de a, ou ainda que b é divisivel por a. Indica-se por a|b o fato de que
a divide b, e at b se a ndo divide b.
Exemplo: 2|18 pois3c=9€N/18=29
1842 poisAc € N/2=18¢

e b 2
O elemento ¢ € N, tal que b = ac, onde a # 0, ¢ indicado por ¢ =pecé chamado

quociente de b por a. Por exemplo 2|6 pois, 6 = 2.3, 5|10 pois 10=5.2, 1|a (V¥ a € N) pois
a=la e 0|0 uma vez que 0 =0a (V a € N). Mas, se b+# 0, entdo 0+ pois Oc= 0#b, (V ¢ €
N).

Observag¢ao importante:

Nio se deve confundir o simbolo | (divide) com frag@o, que por sua vez pode ser

representado com / (barra inclinada) ou — (trago de frag@o). Por exemplo: 2|6 ndo deve
’ P g G s S .

ser confundido com ¢ Ou, pois enquanto estes dois dltimos simbolos indicam numerais,

2|6 expressa uma relagdo particular entre 2 e 6 que equivale a 6 = 2.3.Assim 0|0 ¢ uma

< . 05 e .
notacdo verdadeira, enquanto 5 € uma expressao indeterminada.

2.2. Propriedades da divisibilidade em N:

Pl - ala, V a € N, pois a = 1.a (reflexiva)

P2 - alb e bl]a = a = b (anti-simétrica)

P3 -albeblc = a]c (transitiva)

P4 - Se alb e alc, entdo a| (bx + cy), V x,y € N.

PS5 - Se cla, c|b e a < b, entdo c|(b-a)

P6 - Seja a =b +c e suponhamos d|b, entdo : dja & d|c

P7-Seabeb#0,entdoa < b



3. Maximo Divisor Comum

De uma forma geral pode-se entender maximo divisor comum entre dois ou mais nimeros
como sendo o maior fator entre eles, ou seja, 0 maior nimero inteiro que divide os dois ou mais

numeros.

Defini¢do: Sejam a, b € N. Um numero d € N se diz mdximo divisor comum de a

e b se:
i) dlaedb
ii) ¢ é nimero natural tal que cla e c|b, entdo c|d

Exemplo: Sejam a = 6 e b = 8. Indicando por Dx o conjunto dos divisores de x €

N, entdo Ds= {1,2,3,6} e Dg= {1,2,4,8} do que segue: Ds N Dg = {1,2}.

Observa-se que: i) 2|6, 2|8 e ii) 1|6 e 1|8, porém 1|2. Logo, 2 € o maximo divisor

comum de 6 € 8.
Teorema : O maximo divisor de dois numeros a € b € unico.

Demonstrac¢io: Suponhamos que existam dois mdximos divisores comuns, sejam
eles,ded’. Logo d é divisor de a e de b, assim d|d’ pois d’ € o mdximo divisor comum de
a e b e analogamente, d’ é divisor de a e de b, assim d’|d pois d é o mdximo divisor comum

deae b. Ded|d’ e d’|d conclui-se que d = d’.
Proposic¢io 1: Se a|b, entdo mdc (a,b)= a.
Demonstragio: De fato, aja e alb (hipdtese). E se c|a e c|b, € obvio que c|a.

Proposi¢io 2: Se a = bq+r e d = mdc (a,b), entdo d = mdc(b.r). E se d = mdc (b,r),

entdo d= mdc (a,b).

Demonstrag¢io: Como d = mdc (a,b), entdo d|a e d|b. Desta ultima relagdo resulta
que dfbr. Logo, d| (a-bq), ou seja, d|r. Por outro lado, se c|b e c|r, entdo c|(bq+r) devido a
4* propriedade de multiplos e divisores; como bg+r= a, entdo cla e ¢|b, 0 que implica c|d,

jé que d = mdc(a,b).
A segunda afirmag@o se prova de maneira analoga.

Retoma-se agora a questdo de existéncia de mdximo divisor comum. Para provar
a existéncia aplicaremos, sucessivamente, a partir de a e b, o algoritmo da divisdo da

seguinte maneira:
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a=b.q1 +r1 (ri<b)
b=r1.qz2 + r2 (r2<r1)

ri=rzqs+r3(r3<rz)

E claro que, se acontecer de 7; ser nulo, entdo a proposi¢do 1 nos garante que
b=mdc (a,b) e o processo termina na primeira etapa. Mas, de qualquer maneira, na
sequéncia b> r1>r2>13> ... para algum indice n devera ocorrer ra+1=0. De fato, se todos os
r; forem ndo nulos, entdo {b, ri,r2,...} ndo teria minimo, o que ndo ¢ possivel. Assim, para

algum n:
Ro-2=rn-1.qn +ra
Ru-1=ra . qn+1
Como consequéncia das proposigdes anteriores, obtém-se entdo o seguinte:
Rn = mdc (tn-1, rn)= mdc(tn-2, In-1) = ... = mdc (b, r1) = mdc (a, b), ou seja, r= mdc (a, b)

Essa demonstragdo obviamente é construtiva e o dispositivo pratico que se

costuma empregar para aplica-la ¢ conhecido como processo das divisdes sucessivas.
Exemplo: mdc (36,10)

36=10.3+6 — mdc (10, 6)

10=6.1+4 — mdc (6,4)

6= 4.1+ 2 — mdc (4,2) = logo pelo lema 1 , mdc(4,2) =2

4=22+0
Dessa forma mdc(36,10)=mdc(10,6)=mdc(6,4)=mdc(4,2)=2

3.1. Maximo divisor comum pelo Método Da Chave (Processo Das Divisdes

Sucessivas)

Para realizar esse método pega-se o maior dos dois numeros e divide-se pelo
menor. Com a primeira divisdo feita, obtém-se um quociente e um resto, para a segunda
operagdo o divisor torna-se dividendo e o resto passa a ser o divisor, a operaga@o se repete

dessa forma até obter-se o resto igual a zero.



Quando se chega no resto igual a zero, determina-se como maximo divisor comum

entre os nimeros o que foi divisor na ultima passagem.

Para calcular o méximo divisor comum entre os nimeros 52 e 24 pelo método das

divisdes sucessivas observa-se que:

52=24 .2+4
24=4.6
Assim,
. 2 6
52 24 4
4 0
Logo, mdc (52,24) =4
Defini¢io: Dois nimeros naturais a e b se dizem primos entre si se mdc (a,b)=1.
Proposicdo 3: Dois nimeros consecutivos a e a+/ sdo sempre primos entre si.
De fato, é claro que 1ja e 1| (a+1). Agora se cla e ¢| (at1), entdo ¢ I[(a+1)-a], ou seja, |1,
logo mdc (a,a+1)=1
v
Proposigio 4: se d = mdc (a,b), entdo mdc (s.a,s.b)=s. d, para todos s € N.
Demonstraciio: Multiplica-se por s cada uma das igualdades obtidas pelo
algoritmo da divis@o no processo das divisdes sucessivas que leva a d,apartirde ae b:
s.a= (s.b) .q1 + 8.1
s.b=(s.r1) . q2 +s.r2
S.rn-2 = (S.I'n-1). qn + S.rn
~ S.I'n-1 = (8. I'n). qn+1

As proposigdes 1 e 2 nos garantem ent&o:
s.d = s. 7= mdc (5.In-1,.8.1n)= ... = mdc (s.b,s.r1))= mdc (a.s,s.b).
Exemplo: mdc(18,12)=6
mdc (18000,12000) = mdc(1000.18,1000.12)=1000.6, logo mdc (18000,12000)=6000

Corol4rio 1: Se g, b € N* e d = mdc (a,b),entdo mdc (%,§)=1. Ou seja: %e % ,sdo

primos entre si:



Demonstra¢io: Como d= mdc (a,b) = mdc (d %,d % )=d.mdc (%,%) ed#0,

entdo:
8. b, .
mdc (E'E) 1
Corolsrio 2: Se a | bc e mdc (a,b) = 1, entdo a | c.

Demonstra¢io: Da hipotese mde (a,b) = 1 decorre, levando em conta a
proposi¢do 4, que mdc (ac,bc) = ¢, como a | bc por hipotese e obviamente a | ac, entdo

a | mdc (ac,bc). Ou seja, a | c.
Corolério 3: Se a e b sdo divisores de ¢ # 0 e mdc (a,b) = 1, entdo ab | e

Demonstragio: De mdc (a,b) = 1 decorre, em virtude da proposi¢ado 4, que
mdc (ac,bc) = ¢. Mas ab | ac, pois b | c e ab| be ja que a | c. Logo, ab divide mdc (ac,bc),
isto &, ab | c.

Exemplo: Para que um niimero seja divisivel por 6 é necessdario e suficiente que

seja divisivel por 2 e por 3 ja que mde (2,3) = 1.

A defini¢do de maximo divisor comum pode ser entendida de maneira 6bvia para
trés ou mais numeros. Para o calculo do maximo divisor comum de trés nimeros, por

exemplo, pode-se langar mdo do seguinte resultado:
mdc (a,b,c) = mdc ((a,b),c) = mdc (a,mdc (b,c))
4. Minimo Miltiplo Comum

Diz-se que um nimero é minimo multiplo comum de um conjunto de multiplos

de dois ou mais ntimeros quando ele é o menor dos multiplos comuns.

Defini¢io: Um niimero m se diz minimo multiplo comum de g, b € N se:
i) a|meb|m(mémﬁltiplodeaedeb);
i) al|m eb|m = m|m’ (todo multiplo de a e b é também multiplo de m).
Se m e m; satisfazem essa defini¢do, entdo m | mu (pois mi é multiplode a e b) e
m | m (ja que m é multiplo de a € b e m; ¢ minimo miltiplo comum de a € b). Logo, m =
mi, ou seja, dois nimeros a e b ndo podem ter mais que um minimo multiplo comum. Se
m ¢ minimo multiplo comum de a e b, usando a notagdo m = mmc (a,b). Da defini¢do

decorre diretamente que mmc (a,b) = mmc (b,a).



Quanto a existéncia de minimo multiplo comum, considera-se inicialmente o caso
a =0 e b qualquer. Observa-se assim que mmc (0,b) = 0, pois i) 0 | Oeb | Oeii)0 | m’ e
b | m’, obviamente 0 | m’.Para os demais casos a garantia de existéncia ¢ dada pela
proposi¢do abaixo, que traz o primeiro método conhecido para se encontrar o minimo

multiplo comum.

Lo 7 % ab , .
Proposicio 1: Para quaisquer a,b € N*, se d=mdc (a,b), entdo m = — € 0 minimo

multiplo comum de a e b.

Demonstragio: Notando primeiro que como d | (ab) (pois d | aed | b), entdo m €
N. i) Como, evidentemente, a % = %b = m, entdo ajm. Analogamente se mostra que b | me
ii) Seja m “um multiplo de a e de b e supondo m "= ar e m” = bs. Entdo ar = bs e portanto:

b ; @i ae e b a b & -d . a
r == s, dai segue que = divide 25 ¢ como mdc (E'E)z 1 entdo E|s. Assim s= - t para

=
a4 - d

’ p ’ a ab ‘ i
algum 7 € N e como m " = bs, obtém-se m =bzt=7t=mt,ouseja,m|m -
Assim, tem-se o primeiro método conhecido para encontrar o minimo multiplo
comum.

Exemplo 1. Para encontrar o0 minimo multiplo comum dos numeros 60 e 72,
encontra-se inicialmente o maximo divisor comum entre eles

5
T2 60 12
12 0
6073 . .~ 6073

Assim, mmc(60,72) = =360

mdc(60,72) 12

Exemplo 2. Calcule x sabendo que mdc(a,b)=12, mmc(a,b)= 32x+272 e
ab=78x+10302

Segundo o teorema: mmc(a,b) . mdc(a,b)= a.b
(32x+272).12=78x+10302
306x=7038

x=23
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Coroldrio: Se a e b sdo primos entre si, entdo mmc (a,b) = ab.

Demonstragio: De fato, como d = mdc (a,b) = 1, entdo mmc (a,b) = 312 = agb.

Proposi¢iio 2: Se m= mmc (a,b),entdo mmc (sa,sb)=sm, para qualquer s € N.

Demonstra¢io: Quando a=0 ou b=0, entdo m=0 e as=0 ou sb=0; dai mmc
(as,sb)=0=sm. Se s=0, ficamos com mmc (0,0)=0, que também ¢ verdadeira. Suponhamos

por fim a,b e s ndo nulos; levando em conta as duas proposi¢des anteriores:

sasb.: il cshab oo iah
mdc(sa,sb) s.mdc(a,b) bmdc(a,b)

mmc(as,sb)= = s.mmc(a,b).

Exemplo: Sabendo que mmc (6,8) = 24 entdo

mmc(60 000,80 000) =10 000. mmc (6,8) = 10 000 , 24 =240 000

5. Numeros Primos
Definicdo: Diz-se nimero primo todo numero que possui dois divisores naturais,
1 e ele mesmo. Um p € N se diz primo se:

i) p#lep#1

ii) Os tnicos divisores naturais de p sdo 1 e p.

Um nimero a € N,a #0 e a # 1, é chamado composto se a ndo € primo, assim a
pode ser fatorado num produto a = bc, onde b # 1 e ¢ # 1.Observa-se entdo que 0 e 1 ndo

sd0 primos nem compostos.

Exemplo: O nimero 2 € o Gnico primo par pois, se a > 2 € par, entdo a = 2g onde
g > 1 e portanto 1, 2 e g s@o divisores de a, distintos entre si. Pode-se notar entdo que
nenhum niimero par maior que 2 € primo.

Proposigiol: Se p € primo e p|ab, entdo pla ou p|b.

Proposi¢do 2: Sejaa €N, a # 0 e a#1. Entdo o minimo de S={ x € N: x>1 e x|a}

¢ um numero primo.
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5.1. Teorema Fundamental de Aritmética

Para todo niimero natural ¢ > 1 existem nameros primos ps, pz... , pr(r > 1), de
maneira que a = p1. pz ... .pr. Além disso, se também a = g1. gz ... g- (s > 1 ), onde os g;

sdo igualmente primos, entdo r = s e cada p; € igual a algum dos g;

Demonstracio: Usa-se o segundo principio da indug#o. Se a =2, como 2 ¢ primo,
a afirmacdo de existéncia é trivialmente verdadeira. Suponhamos a > 2 e o teorema valido,
em sua primeira afirmagdo, para todo b, 2 < b <a. A proposi¢do anterior nos garante que
a admite um divisor primo p:. a = p:. a: (a: € N*). Se a; = 1 ou a; é primo, a demonstragéo
se encerra. Caso contrario, visto que entdo 2 < a; < a, a hipdtese de indugdo nos assegura
que ha » — 1 primos p, ..., pr (r — 1 > 1) de modo que a: = p2ps...pr. Se p1 . pz..pr =
q1.q>...qs, conforme o enunciado, entdo p; divide o segundo membro e portanto divide um
de seus fatores, como ¢; . Sendo apenas 1 e g; os divisores de g: e sendo p: # 1, entdo p,
= ¢1. Cancelando p; com g, na igualdade inicial, obtemos p2.ps...pr=q2.q3...qs. Repetindo
essa argumentagdo o quanto for necessario, chegando a unicidade conforme enunciado.

Baseado nos resultados tem-se o processo pratico elementar usado para decompor um

nimero em fatores primos.

84 | 2
Exemplo: 42 | 2

2113

1ot
84=223.7=237 1

5.2. O crivo de Erastostenes

O crivo de Erastostenes ¢ um critério utilizado para determinar se um numero €

primo ou n#o, neste processo € possivel encontrar todos os primos de 1 até certo n € N*.

O processo para ser aplicado, parte de um quadro formado pelos niimeros naturais

de 1 a n do qual se véo eliminando, por etapas, os elementos que ndo sdo primos.
Proposi¢do: Se n > 1 é um niimero composto, entdo ha um primo p tal que: pn e
p> < n(ouseja, p <Vn).
Demonstracio: Por hipétese, n pode ser decomposto da seguinte maneira: n =ab
(2 <a < b<n), Logo, n=ab = a’. Seja p um divisor primo de a. Entdo p? | a? e portanto

p? < a*Donde p? < n, o que pode ser traduzido por p </n.
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Consequéncia: Se um niimero » > 1 ndo ¢ divisivel por nenhum dos primos p <

V/n, entdo n é primo. De fato, se fosse composto, admitiria um divisor primo menor ou

igual a vVn.
Exemplo: O numero 271 € primo, pois observa-se que V271 < 17.

Os niimeros primos que ndo superam 17 sdo: 2, 3,5, 7, 11 e 13. Mas nenhum deles

¢é divisor de 271.

Para o procedimento do crivo de Erastostenes faz-se inicialmente uma tabela com
os numeros de 2 a n e no quadro obtido devem ser cancelados todos os multiplos de 2,
exceto o 2, todos os multiplos de 3, exceto o 3, todos os de 5, exceto o 5, e assim por

diante, e é dessa forma que ndo sobrardo outros niimeros sendo os primos.

Mas ¢ importante saber, nesse processo, €em que O primo p parar, por serem

desnecessdrias as etapas seguintes. A resposta é : 2 <p < Vn.

De fato, seja um niimero natural, 2 < a < n. Se a é composto, entdo existe um

primo p tal que p | a e p <+/a. Conclui-se que p <+/n.

Logo, o nimero a sera efetivamente cancelado quando se aplica o processo dos

primos p <+/n.

Exemplo do crivo de Erastostenes dos nimeros primos < 50, € nota-se que os

numeros que sobram sdo primos.

2 9 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47

5.3. Numero de divisores de um nimero natural, usando a decomposiciao em fatores

primos



13

Para todo a € N*, indica-se por 7(a) o nimero de divisores de a. Por exemplo:
(D)= 1, 7(2) = 2, 1(3)=2, 1(4)=3 (os divisores de 4 sdo: 1,2 ¢ 4). Se p ¢ primo, entdo

7(p)=2. Nota-se que 7 ¢ uma fungio numérica definida em N*.
Determinando uma férmula para 7(a), sempre que a > 1. Supondo
a=p?. pP2. ....p¥ (ay, ..., as = 1), levando em conta que bla & b= pfl.pfz. f

pf S(0< B; < a;; i= 1,2, ..., s), a questdo pode ser encerrada sob o ponto de vista da
combinatéria: como cada B; pode assumir, independente, os @; +1 valores 0,1.2...., @;,

entdo: 7(a) = (a; +1). (ap +1)...(as +1).
O numero de divisores de 72=23. 32 é dado por 7(72)= (3+1).(2+1)=4.3=12

Na resolugo o primeiro passo é fazer a fatoragdo do nlimero em fatores primos,
para depois somar 1 a cada expoente e multiplicar essas somas, resultando na quantidade

de divisores do numero.
5.4. Maximo divisor comum

O teorema seguir ira justificar os processos praticos amplamente divulgados para

encontrar 0 maximo divisor comum entre dois niimeros naturais.
Teorema (mdc)

Considerando a decomposi¢do de um numero em fatores primos, incluindo
aqueles cujo expoente ¢ nulo, pode-se provar que para quaisquer nimeros ndo nulos a e
b, se a=p¥*. pP2. ....p% e b= gt p?S e se yi=min { a;, B;} , entdo d= sita

D T w e
... pY*® é o mdximo divisor comum de a e b.

Demonstraciio: Sabe-se que dja e d|b. Agora, se ¢ € N é um divisor de ae b, entéo
c=pd1.p%%. ... p%, onde 0 < 6; < a; ¢ 0 < §; <Py, (iF1.2.....s). Mas entdo, para cada
1 -P2 Ps i i i i p

um desses indices, i: 0 < §; < min { a;, f;} = Vi

Pois min { a;, B;}= @;. ou min { a;, B;}= B;. Donde c|d. Portanto d ¢ o mdximo divisor

comum de a e b.

Para a= 48 e b=50
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48 |12 50 |2
2% |2

% |5
12 |2 L
6 3 ;
5 13
1
48=243 50=2. 5

Colocando também os fatores primos de expoentes nulos, tem-se:
48-2'35" ¢ 50-23°%
Entdo o mdc(48,50)=2.3°.5=2

A regra elementar segundo a qual o maximo divisor comum de dois niimeros
naturais ndo nulos é o produto dos fatores primos comuns, cada um com a menor

expoente.
5.4.1. Método pritico para o calculo do maximo divisor comum

Um método pratico utilizado no ensino de mdc, é quando se fatora os nimeros
separadamente em nimero primos, torna-se seus fatores comuns de menor expoente,

multiplica-se esses valores obtendo assim o Mdximo Divisor Comum.

Para calcular mdc (88, 144, 256), fatora-se cada nimero separadamente

88 | 2 144 | 2 956 | 2
44 | 2 2 12 128 |2
22 3§ 2 64 |2
11 it 2 3 2
1 g 1'3 16 |2
3 13 y§
1 ¥ 1
e
1
88=23.11 144=2432 256=2"

Assim, o mdc (88, 144, 256) =23.30.11°= 8,

Outra maneira é fatorar todos os numeros de uma so vez, fazendo a divisdo

somente até todos os nimeros serem divididos pelo mesmo fator primo.

Usando os mesmos numeros como exemplo, tem-se mdc (88, 144, 256) =2.2.2 =8



15

88,144,256 | 2
44,72,128 |2
22,36,64 2
11,1832

5.5. Minimo Multiplo Comum

O teorema a seguir justifica os processos praticos que determinam o minimo

multiplo comum entre dois nimeros naturais.
Teorema (mmc)

Se a e b sdo naturais ndo nulos que se fatoram, como a=p¥. p$2.....p%s e b=
1 2 . o 1 2 8 e g
pPr.pf?. . pPSesepi=max {a, B} (1= i <), entiom=p{ . p5°. ... pt*, & minimo

multiplo comum de a e b.

Demonstragiio: Percebe-se facilmente que m é multiplo de a e b, além disso, se
m’=pdt.ps?%. ... pSs, émiltiplode aede b, entdo §; = a; = 0e 8; = B; = 0, (i=1.2,....5),
logo §; = max { a;, f;}= pi (1< i < s) e entdo m| m"Portanto m é o minimo multiplo

comum de a e b.

Para os nimeros 48 e 50 tem-se: 48 = 24.3.5° e 50 = 2.3°.52, entdo mmc (48,50) =

24.3.52=1200.

Da mesma forma, a regra elementar segundo a qual o minimo multiplo comum de
dois numeros naturais n3o nulos é o produto dos fatores primos comuns, cada um com o

maior expoente.
5.5.1. Método pratico para o calculo do minimo miltiplo comum

Uma maneira pratica para encontrar o0 minimo multiplo comum dos numeros €

decompondo-os em fatores primos de forma conjunta e multiplicando esses fatores.
Para calcular o minimo multiplo comum dos numeros 12, 30 e 42

12,30,42
6.15,21
315721

%

B g
11

N W NN
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Assim mme (12, 30, 42) =22.3.5.7 =420
6. Aplicacdes na Resoluc¢iio de Problemas

Neste capitulo serdo resolvidas algumas situagdes problema das mais comuns
encontradas em questdes de concursos e vestibulares, usando as defini¢des e propriedades
abordadas nos capitulos anteriores referente a maximo divisor comum e minimo multiplo

comuim.

6.1. Nimero de participantes de uma equipe

Uma empresa de logistica ¢ composta de trés areas: administrativa, operacional e
vendedores. A area administrativa é composta de 30 funcionarios, a operacional de 48 e
a de vendedores com 36 pessoas. Ao final do ano, a empresa realiza uma integragao entre
as trés areas, de modo que todos os funcionarios participem ativamente. As equipes
devem conter 0 mesmo nimero de funciondrios e com o maior nimero possivel de
funcionarios. Determine quantos funcionarios devem participar de cada equipe € 0

numero possivel de equipes.

Calcula-se o mdc entre os nimeros 48, 36 e 30

48 | 2 362 30| 2
24 |2 i8] 2 IS
1212 3 54D
6 |2 3 1

8

1

A decomposigéo em fatores primos: 48 = 24.3:36=223230=235.

Logo, mdc (30, 36, 48) = 2.3 = 6 equipes

Assim cada equipe contard com 48--6= 8 funcionarios da area operacional, 30 +6=5 da
administrativa e 36 + 6= 6 vendedores, ou seja, cada equipe tera 8+5+6 = 19 funcionarios
.Observe que formar as equipes com o maior niimero possivel equivale a encontrar o

menor nimero de equipes.

6.2. mdc através de mmc e o produto dos nimeros
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Se o mmc entre dois numeros naturais ¢ 2.450 e o produto entre eles ¢ 306.250,
entdo o mdc entre os dois nimeros naturais ¢?

Sendo o mmc (a,b) = 2450 e a.b = 306250, e segundo a proposi¢do 1 de minimo
multiplo comum nos capitulos anteriores temos:

mmc(a,b) . mdc(a,b)= a.b

306250
2450

Entdo mdc(a,b)= 125

mdc (a,b)

6.3. Horario de medicamentos

Um médico, ao prescrever uma receita, determina que trés medicamentos sejam
ingeridos pelo paciente de acordo com a seguinte escala de horérios: remédio A, de 2 em
2 horas, remédio B, de 3 em 3 horas e remédio C, de 6 em 6 horas. Caso o paciente utilize
os trés remédios as 8 horas da manhi, qual sera o proximo horario de ingestdo dos
mesmos?

Calcular o mmc dos numeros 2, 3 € 6.

— e [
— L W
- L) Ch

W N

mmc(2,3,6)=2.3=6

De 6 em 6 horas os trés remédios serfio ingeridos juntos. Portanto, o préximo

horario sera as 14 horas.

6.4. Manuten¢io de maquinas

Numa linha de produgéo, certo tipo de manutengdo € feita na maquina A a cada 3
dias, na maquina B, a cada 4 dias, e na maquina C, a cada 6 dias. Se no dia 2 de dezembro
foi feita a manuten¢do nas trés maquinas, apds quantos dias as maquinas receberdo

manuten¢do no mesmo dia.
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Temos que determinar o mmc entre os numeros 3, 4 e 6.

34 6|2
32 3 1e
a4 313
P by

mme(3.4,6)=2.2.3=12
Concluimos que apds 12 dias, a manuteng@o sera feita nas trés maquinas. Portanto,
dia 14 de dezembro.

7. Conclusio

Conclui-se que neste trabalho foi falado sobre a importincia de vérios temas
relevantes na 4rea de matematica, como a Teoria dos Numeros. Abordando
primeiramente sua histéria a fim de esclarecer toda origem de tais estudos e sua
importancia para a evolugdo da matematica que temos hoje, logo depois foi abordada a
defini¢do de divisibilidade usada como importante ferramenta para que se pudesse definir
e construir formalmente conceitos como o de nimeros primos, maximo divisor comum €
minimo multiplo comum. Em muitos estudos sobre esses assuntos sdo apresentados
apenas 0s processos praticos, pois funcionam, em muitos casos realmente ndo €
necessario saber a justificativa desses processos serem tdo eficientes ou como chegaram
a eles. Este trabalho buscou apresentar as justificativas, mostradas através dos corolarios
e teoremas enunciados dos capitulos anteriores.

Para justificar os processos praticos para o célculo de mdec e mmc fez-se o uso dos
numeros primos, e por fim foram resolvidas algumas situagdes problemas, utilizando os

conceitos estudados e mostrando sua aplicagao.
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